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基于双重约束的最优BN结构学习算法
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摘　要：　针对现有基于动态规划的贝叶斯网络结构学习算法复杂度高、无法在合理时间内学习大规模网络的问

题，提出基于双重约束的最优贝叶斯网络（Bayesian Network，BN）结构学习算法 . 首先，利用最大信息系数和马尔科夫

毯限制条件独立性（Conditional Independence，CI）测试的候选节点集合和约束集，得到邻居节点集合；其次，利用邻居

节点集合约束父节点图的搜索过程，得到候选父节点集合，从候选父节点集合中取出每个节点的最优父集构造初始有

向图；再次，利用Tarjan算法计算初始有向图中的强连通分量，得到节点块序；最后，利用节点块序约束节点序图的搜

索过程，获得最优的BN结构 . 实验表明，相比于现有的 5种基于动态规划的结构学习算法，本文提出的算法在精度稍

微降低的前提下，极大幅度提高了算法的学习效率，如 Sachs网络，本文提出的算法相对DPCMB（Dynamic Programming 
Constrained with Markov Blanket）算法降低了40.3%的时耗，算法精度下降了12.1%.
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Optimal BN Structure Learning Algorithm Based on Double Constraints
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Abstract:　Aiming at the problem that existing Bayesian network (BN) structure learning algorithms based on Dynam⁃
ic programming are too complex to learn large-scale networks within a reasonable time, a Bayesian network structure learn⁃
ing algorithm based on double constraints is proposed. Firstly, the set of neighbor nodes is obtained by using the set of can⁃
didate nodes and constraint set for conditional independence (CI) tests based on the maximum information coefficient and 
Markov blanket. Secondly, the neighbor node set is used to constrain the search process of the parent node graph, so as to 
obtain the candidate parent node set. On this basis, the optimal parent set of each node is extracted from the candidate parent 
node set to construct the initial directed graph. Thirdly, the strongly connected components of the initial digraph are calculat⁃
ed using the Tarjan algorithm to get the node block order. Finally, the optimal BN structure is obtained by using node block 
order to constrain the search process of node order graph. Experiments show that, compared with the existing five structural 
learning algorithms based on dynamic programming, the algorithm proposed in this paper greatly improves the learning effi⁃
ciency of the algorithm under the premise of slightly reduced accuracy. For Sachs network, the proposed algorithm reduces 
the time consumption by 40.3% and the accuracy by 12.1% compared with DPCMB (Dynamic Programming Constrained 
with Markov Blanket) algorithm.
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1　引言

贝叶斯网络（Bayesian Network，BN）是概率论与图

论知识的结合，具备概率统计和数据分析能力，以图形

化的方式表示变量间的因果关系，可以有效降低概率

推理的复杂度，因此，BN 成为处理不确定性问题的重

要理论模型 . 近年来，贝叶斯网络成功地应用在疾病诊

断［1］、人脸检测［2，3］、网络安全［4，5］、故障诊断［6，7］、因果分

析［8］、可靠性分析［9，10］、风险评估［11］等领域 .
BN学习分为参数学习和结构学习 . 由于构建正确

的网络结构是进行参数学习的前提，故BN结构学习是

BN 学习研究的重点 . BN 结构学习是通过已知数据样

本确定 1个最符合数据样本变量之间连接关系的有向

无环图（Directed Acyclic Graph，DAG），从有限的观测数

据中学习最优的BN结构已被确认是 1个非确定性多项

式（Non-deterministic Polynomial，NP）问题［12］. 贝叶斯网

络结构学习算法共分为 3类：基于约束的方法、基于评

分搜索（Score and Search，SS）的方法和混合搜索方

法［13］. 其中，基于 SS 的方法包括近似搜索算法和精确

搜索算法 . 近似搜索算法只能学习到接近于全局最优

的BN结构［14］，并不能获得最优的BN结构，但近似算法

的效率较高；精确搜索算法可以得到最优的 BN 结构，

但效率低于近似算法 . 精确算法分为动态规划［15］（Dy⁃
namic Programming，DP）、整数线性规划［16］和分支定界

法［17］等 . 在上述的精确算法中，本文主要研究基于 DP
的结构学习算法 .

在 DP 算法中增加各种约束，可大幅度提高 DP 算

法的效率 . 2018 年，文献［18］提出了融合先验知识的

DP算法，该方法通过边先验和路径先验对动态规划的

搜索过程进行约束，可降低DP算法的时间和空间复杂

度，但该方法的精度受到先验正确性影响 . 2019年，文

献［19］提出了基于马尔科夫毯约束的DP算法，该方法

通过马尔科夫毯约束DP算法的父节点图，提高算法效

率，但算法精度取决于重要性阈值 ε. 文献［20］提出了

基于分层思想的DP算法，该方法通过CI测试对节点进

行分层，可降低 DP 算法的时耗，但该方法的精度依赖

于 CI 测试的正确性 . 2020 年，文献［21］提出了基于改

进K均值分块的DP算法，首先，利用改进的K均值对网

络分块；其次，利用 DP 算法学习分块后的结构；最后，

将子图结构合并为完整的BN结构 . 该算法在一定范围

内解决了 DP 算法无法在合理时间内处理大规模网络

的问题 .
综上所述，在DP算法中加入各种约束可降低算法

的评分计算次数，降低算法的复杂度 . 但上述提出的方

法仍具有存储空间容量大及运行时间长的问题 . 本文

提出了基于双重约束的最优 BN 结构学习算法（Opti⁃
mal BN structure Learning Algorithm based on Double 
Constraints，OLADC）. 首先，利用邻居节点集合约束父

节点图的搜索过程，得到候选父节点集合；其次，从候

选父节点集合中取出每个节点的最优父集构造初始有

向图；再次，通过 Tarjan算法计算初始有向图中的强连

通分量（Strongly Connected Components，SCC），得到节

点块序；最后，利用节点块序约束节点序图的搜索过

程，从而得到最优的 BN结构 . 本文提出的算法可降低

DP算法的时耗，同时使DP算法在合理时间内处理大规

模网络 .
2　贝叶斯网络定义

2. 1　贝叶斯网络定义

贝叶斯网络表示为 BN = GΘ ，G = (VE )代表了

DAG，其中，V = {x1 x2 xn}为随机变量；E 为有向边

集，代表了节点间的因果关系 . xi和xj是DAG中的2个节

点变量，xi® xj代表节点xi到节点xj有1条有向边，其中，

xi为 xj的父节点，xj为 xi的子节点 . Pa ( xi)为节点 xi的所

有父节点集合，Ch ( xi)为节点xi的所有子节点集合 . 若1
个节点没有任何的父节点，称该节点为根节点；若1个节

点没有任何的子节点，称该节点为叶节点 .
定义 1 节点序［22］：1 个节点序 o 是指一些变量的

线性排列，xi  xj 表示 xi 排在 xj 的前面 . 本文使用的符

号及其代表的具体意义如表1所示 .
2. 2　基于动态规划BN结构学习算法

由于 BN 结构的无环性，得到的最优 BN 结构中至

表1　符号代表的意义

符号

xyv

n

pq

MIC ( xi xj )
MB ( x)

nb_cand ( x)
x^ y|Z

Sep_cand(xy)

nb ( x)
|·|

C1 C2  Cm

order = { }C1 C2  Cm

表示意义

节点

网络节点个数

网格分割数

节点 xi和节点 xj之间的MIC
节点 x的马尔科夫毯

节点 x的候选节点集合

给定Z,x和 y条件独立

节点 x和 y的约束集

节点 x的邻居节点集合

集合的大小

节点块

节点块序
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少有 1 个节点为叶节点 . 采用动态规划学习 BN 结构

时，BN结构中至少含有 1个叶节点，且算法所用的评分

是可分解的 . 动态规划的状态转移方程为

max Score (V ) = max
xÎ V

ì
í
î

ü
ý
þ

max Score ( )V \ x

+max Score ( )xV \ x
（1）

BestScore ( xV \ x) =max Score ( xV \ x)
= max

Pa ( )x Î V\{ }x
Score ( xPa ( x) )（2）

其中，x是最优结构中的 1个叶节点；Score (·)为可分解

的评分函数［23］. 动态规划通过式（1）和式（2）将寻找最

优网络结构与寻找最优子网络结构相结合，算法思想

为：从空集出发寻找单个节点的最佳网络结构，逐步加

入叶节点，直到找到所有节点的最优 BN结构 . 动态规

划求解贝叶斯网络结构的整个过程可由每个节点的父

节点图和节点序图表示 .
3　基于双重约束的最优BN结构学习算法

在引出基于双重约束的最优 BN 结构学习算法之

前，需要给出最大信息系数和马尔科夫毯的相关概念 .
Reshef［24］提出了最大信息系数（Maximal Information Co⁃
efficient，MIC）的概念，MIC值可以衡量节点 xi 和 xj 之间

的依赖程度，它的值域在 0~1之间，值越高表示依赖关

系越强 . MIC的计算是基于互信息（Mutual Information，
MI）和网格划分的思想 . 节点间的 MIC值越大，代表节

点间依赖关系越强，在BN结构中表示节点间可能存在

间接或者直接的连接关系；节点间的MIC值越小，代表

节点间依赖关系越弱，在BN结构中表示节点间存在连

接关系的可能性较小 .
定义 2 互信息（MI）：2个变量 xi 和 xj 之间的MI可

以定义为

I ( xi xj ) = ∑
xi Î V

∑
xj Î V

p ( )xi xj log ( p ( )xi xj

p ( )xi p ( )xj ) （3）

将坐标平面进行 p 行 q 列的网格划分，通过调整 p

和 q 的值，得到不同的 MI 值，将其中最大的 MI 值记为

I *(Dxi xj ). 为了将不同维数下的数据集进行比较，需

将该值归一化 . mpq 被定义为由任何 p ´ q 网格实现的

最大归一化MI，定义如下：

mpq =
I *( )Dxi xj

log min ( )pq
（4）

定义 3 最大信息系数（MIC）：给定数据集 D，2个

变量 xi 和 xj 之间的MIC定义为所有可能的 p ´ q网格上

mpq的最大值，其中，pq < B，B是样本大小 n的函数 . 最

大信息系数可以通过式（5）计算：

MIC(xi xj )= max
pq < B

{mpq} （5）

其中，B是 1个变量，B » n0.6.此外，由于MI的对称特性，

MIC也是对称的，即MIC ( xi xj ) =MIC ( xj xi ).
考虑到仅使用式（5）没有办法判断节点对之间是

否有连接边存在，因此，引入了约束阈值 αMIC . 利用

式（6）的限制条件，判断节点对之间是否存在连接边，

其表达式如下：

MIC ( xi xj ) < αMIC MMIC ( xi)
MIC ( xi xj ) < αMIC MMIC ( xj ) （6）

其中，MMIC ( xi)，MMIC ( xj )分别表示节点 xi 和 xj 与其

他节点间的最大MIC值；αMIC是判断网络中节点间是否

有连接边的约束阈值，若节点间的 MIC 值满足式（6），

则证明节点间的依赖关系较弱，应从完全无向图中删

除该节点间的连接边 . 当式（6）中的约束阈值 αMIC 取

值较大时，许多节点间的依赖关系较弱，完全无向图

中应删除的连接边较多，得到无向图中存在的连接边

较少；αMIC 取值较小时，许多节点间的依赖关系较强，

完全无向图中应删除的连接边较少，得到无向图中存

在的连接边较多，即无向图包含标准网络中大部分连

接边 . 为保证得到的无向图包含标准网络中更多的连

接边，αMIC=0.1［25］.
定义4 马尔科夫毯（MB（x））：MB（x）直观表现为 x

的父子节点集与 x的配偶节点集，表达式如下：

MB ( x) = Pa ( x) ∪ Ch ( x) ∪ ∪
yÎCh ( )x

Pa ( y) （7）
基于双重约束的动态规划算法分为 2个步骤：（1）

基于邻居节点集合约束父节点图的搜索过程，得到候

选父节点集合 . 首先，利用 MIC 限制参与 CI 测试的候

选节点集合；其次，通过结合MIC和马尔科夫毯限制CI
测试的约束集；再次，通过方差对CI测试结果进行修剪

得到邻居节点集合；最后，通过邻居节点集合约束 DP
算法的父节点图，得到候选父节点集合 .（2）基于节点

块序约束节点序图的搜索过程，得到最优的 BN 结构 .
首先，从候选父节点集合中取出每个节点的最优父集，

通过连接最优父集，得到初始有向图；然后，通过Tarjan
算法计算初始有向图中的强连通分量SCC，得到节点块

序；最后，利用节点块序约束DP算法的节点序图，得到

最优BN结构 . 本文提出的算法可降低算法的复杂度和

运行时间，使算法在合理时间内学习大规模网络 .
3. 1　基于MIC和马尔科夫毯的CI测试方法

3. 1. 1　基于MIC限制CI测试的候选节点集合

MIC值可以衡量节点 xi和 xj之间的依赖程度，节点

间的 MIC 值与其依赖程度呈正相关关系，即节点间的

MIC值越大其依赖程度越强，反之，其依赖程度越低，所

以可以利用 MIC 值限制 CI 测试的候选节点集合 . 首

先，初始化 1 个完全无向图 G0；其次，计算所有节点对
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的 MIC 值，得到 MIC ( xi xj ) ij = 12n；再次，通过

式（6）判 断 是 否 需 要 删 除 节 点 间 的 连 接 边 ，若

MIC ( xi xj )满足式（6），则认为节点 xi 和 xj 之间的依

赖程度低，则在 G0 中删除 2 个节点间的连接边，否

则不删除；最后，G0 中还存在的连接边便是 CI 测试

的候选节点集合 nb_cand. 具体的伪代码如算法 1
所示 .

3. 1. 2　基于马尔科夫毯限制CI测试的约束集

当节点 x 和节点 y 进行 CI 测试时，节点 y 可以从

候选节点集合 nb_cand ( x)中选择，该方法可有效减少

CI 测试的执行次数 . 但 CI 测试还有随机性检测的缺

陷，为了执行更有效的 CI 测试，需获得潜在的约

束集 .
考虑到高阶 CI测试的计算结果可能会不正确，因

此，利用 CI测试判断节点 x与 y之间是否独立时，约束

集Z从空集开始 . 若Z为空集时节点 x与 y并未独立，接

下来需要逐步增加Z的规模 . Z是在MB ( x)所有可能的

子集中进行选择，MB ( x)是节点 x的配偶节点集和父子

节点集，因此，可以利用 MB ( x)减小约束集 Z的规模 .
为了降低执行无效检验概率，从 MB ( x)相同规模的子

集中选择约束集 Z 时，可选择与 y 更接近的节点，因为

与 y接近的节点更可能使 x^ y|Z成立 . 从上述对MIC的

介绍得知，节点间 MIC 值越高，其依赖程度越高，可利

用 y的MIC值对MB ( x)中对应的节点进行降序排列，并

将其放入到节点集合 S 中；接着，将 S 的所有子集存储

在Sep_cand(xy)中 . 在使用CI测试检验节点 x和 y之间

的条件独立性关系时，可依次取出 Sep_cand(xy)中的

值作为约束集 Z，当所有的约束集 Z都不能使 x^ y|Z成

立时，将节点 y 放入邻居节点集合 nb ( x)中 . 考虑到当

nb ( x)的值过多时，会增大DP算法的运行时间，所以本

文在 nb ( x)的基础上删除了方差较小的节点，取得最终

的nb ( x).
为了更清晰描述上述约束集Z的选择，下面使用无

向图来说明，如图1所示 .

例如对节点 x2 和节点 x8 进行 CI 测试，若 Z 为空

集时，x2 ^ x8|Z 不成立，假设 MB ( x2 ) = {x4 x5}，利用 x8

的 MIC 值对 MB ( x2 )中对应的节点进行降序排列后得

到 S = {x5 x4}，取 S 的 子 集 得 到 Sep_cand(x2 x8 )=

{{x5}{x4}{x5 x4}}. 因此，在选择约束集 Z 时，优先

选择{x5}作为约束集来执行 CI 测试，验证 x2 ^ x8|Z 是

否成立 . 用此方法进行CI测试时，发现只需要执行 2次

CI 测试，便可以验证出 x2 ^ x8|Z 成立，所以该方法降

低了 CI 测试的次数和阶数，提高 CI 测试的效率 .
在对节点 x 与 nb_cand ( x)中的每个节点 y 进行 CI

测试时，首先，计算节点 x的马尔科夫毯 MB ( x)；其次，

根据 y 的 MIC 值对 MB ( x)降序排列；再次，依次选取

Z Î Sep_cand(xy)；最后，检测节点 x 和节点 y 的条件独

立性关系 . 若不存在任何约束集使 x与 y条件独立，则

将该节点加入到 x 的邻居节点集合 nb ( x)中 . 考虑到

当得到的 nb ( x)规模过大，会降低 DP 算法的效率，因

此，本文利用方差对得到的 nb ( x)进行降序排列，再删

除 nb ( x)后面的 b 个节点，得到节点 x 的邻居节点集

合 . 基于马尔科夫毯限制 CI 测试的约束集伪代码如

算法 2所示 .
3. 2　基于邻居节点集合约束父节点图的搜索过程

本文通过邻居节点集合约束DP算法的父节点图，

可减少局部评分次数，降低算法时耗 . 假设 nb ( x3 ) =
{x1 x4}，利用该集合约束节点 x3父节点图的具体过程如

图2所示 .
已知条件 nb ( x3 ) = {x1 x4}，代表认为{x1 x4}可能

成为节点 x3 的父集组合，而 x2 不可能是 x3 的父节点，则

算法 1 基于 MIC 限制 CI 测试的候选节点集合

基于MIC删除依赖关系较弱的节点,得到候选节点

Function1[ nb_candMIC] = candidatenode (DnsαMIC )
输入:样本数据集D，节点状态数ns，阈值αMIC

输出:候选节点nb_cand，最大信息系数MIC

1.G0 //初始化1个完全无向图

2.计算每个节点对的MIC:MIC ( xi xj ) ij = 12n

3.将计算得到的MIC值按行进行排列降序

4.FOR i¬ 1 to n DO
5.  FOR j¬ 1 to n DO
6.  IF MIC ( xi xj ) <αMIC MMIC ( xi )&&MIC ( xi xj ) <αMICMMIC ( )xj

    THEN
7.   G0 (xi xj )= 0  G0 (xj xi )= 0

8.  END IF
9.  END FOR
10.寻找G0第 i行不为0的下标，并将下标放入节点集nb_cand ( xi )中
11.END FOR

1
x

3
x

6
x

4
x

2
x

5
x

7
x

8
x

 

图1　无向图
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包含节点 x2 的集合可以不计算，即图 2（b）中灰色部分

可以不用求解 . 通过约束前和约束后的父节点图对比，

发现基于 nb ( x)约束的父节点图可减少DP算法所需要

的局部评分次数，提高DP算法的效率 .

基于上述思路，利用邻居节点集合约束父节点图

的搜索过程伪代码如算法 3 所示，第 4~12 行利用循环

得到节点 v 可能的父集对应评分，其中，第 4 行通过集

合 nb (v)的数目 r约束父节点集的最大父节点数，将父

节点数量上限从 n - 1 减少至 r，且父集组合是从 nb (v)
中选择，以此降低局部评分次数 .

从上述算法中得知，本文算法将父节点图中的评

分计算次数从n2n - 1减少至∑
v = 1

n

2 || nb ( )v .
3. 3　基于节点块序约束节点序图的搜索过程

若有向图是强连通的，则该图的最大强连通子图

称为 SCC. 有向图的 SCC是 1个最大的顶点集，其中，有

算法 2 基于马尔科夫毯限制 CI 测试的约束集

基于CI测试，得到邻居节点集合

Function2[ nb] = candidateparentset (Dnsnb_candMICb)
输入:样本数据集D，候选节点nb_cand，最大信息系数MIC，删除系

数 b

输出:邻居节点集合nb

1. MB ( x) ¬计算每个节点的马尔科夫毯

2.FOR x¬ 1 to n DO
3.  FOR yÎ nb_cand ( x) DO
4.    Z =Æ,判断 x^ y|Z是否成立

5.    IF x^ y|Z THEN
6.      nb_cand ( x)中删除节点 y

7.    ELSE
8.      S¬基于MIC ( y.)对MB ( x)进行降序排列

9.      Sep_cand(xy)¬取出S的所有子集

10.    FOR ZÎ Sep_cand(xy) DO
11.      判断 x^ y|Z是否成立

12.      IF x^ y|Z成立 THEN
13.        从nb_cand ( x)中删除节点 y

14.      END IF
15.    END FOR
16.  END IF
17.  IF 不存在约束集Z使 x^ y|Z成立 THEN
18.    nb ( x) ¬ y

19.  END IF
20. END FOR
21. END FOR
22. 计算每个节点的方差，并对其进行降序排列

23. nb ( x) ¬根据方差对nb ( x)进行降序排列

24. nb ( x(b:end ) ) ¬Æ//若 nb ( x)的数目>b，删除 b之后的节点数

 

 1x  2
x  4

x

 1 2
,x x  1 4

,x x  2 4
,x x

 1 2 4
, ,x x x

 

 1x  2
x  4

x

 1 2
,x x  1 4

,x x  2 4
,x x

 1 2 4
, ,x x x

 

(a) 约束前                                                              (b) 约束后

图2　约束 x3父节点图的示意图

算法 3 基于邻居节点集合约束父节点图的搜索过程

基于nb得到候选父节点集合

Function3[  Scoreparents] = generatesparseparentgraph (Dnnsnb)
输入:样本数据集D，节点数n，节点状态数ns，邻居节点集合nb
输出:父节点集合的评分Score，父节点集合的二进制编码parents
1.FOR v¬ 1 to n DO
2.  [Scorev parent sv ] ¬Æ

3.  r¬ length(nb(v))

4.  FOR layer¬ 0 to r DO
5.    FOR each node U such that UÎnb (v)& |U |=layer  DO
6.      BestScore (vU ) = max

YÎU
BestScore (vU\{Y})

7.      IF Score (vU ) >BestScore (vU )  THEN
8.        BestScore (vU ) ¬ Score (vU )
9.        Append [Scorev parent sv ] 
           with [BestScore ( )vU  bitnarize ( )U

10.      END IF
11.    END FOR
12.  END FOR
13.  Sort [Scorev parent sv ] with Scorev in descending
14. END FOR
15. RETURN [Scoreparents]
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1条从集合中任何顶点到集合中任何其他顶点的路径 .
如果有向图中的每个 SCC 收缩到单个顶点，则有向图

就是广义的DAG，称为SCC图 .
本文通过节点块序约束节点序图的搜索过程，可

降低算法的运行时间，使算法能够在合理时间内学习

大规模网络 . 具体思路为：首先，通过父节点图得到每

个节点的候选父集及评分，从评分中选出评分最高的

集合作为每个节点的最优父集；其次，通过连接最优父

集得到初始有向图，在初始有向图上寻找 SCC，得到节

点块 C1 C2  Cm，其中，ij (i ¹ j ) Ci ∩ Cj =Æ∪
i = 1

m

Ci =

V；再次，通过将节点块收缩为单个顶点，并进行排序，

得 到 节 点 块 序 C1  C2   Ci   Cm，即 order =

{C1 C2   Ci  Cm}；最后，利用节点块序约束节点

序图，同时结合上述候选父节点集合，得到最优的贝叶

斯网络结构 .

为了更清晰描述上述得到节点块序的过程，下

面用 Asia 网络来说明 . 假设，经过得分计算和修剪

父节点图后，Asia 网络中每个节点的最优父集如表 2
所示 . Asia 网络得到节点块序的过程如图 3 所示 .

如图 3（a）所示，通过连接每个节点的最优父集可

得到初始有向图，该图中含有向环，故不是有向无环

图 . 利用 Tarjan 算法计算图 3（a）中的 4个 SCC，分别是

{x1}{x2 x5 x8}{x3 x4 x6}{x7}，结果如图 3（b）所示 .
如果将每个 SCC 收缩到单个顶点，并学习每个块之间

的顺序，可得到 SCC 图，如图 3（c）所示 . SCC 图的固有

拓扑关系便是节点块序，可以从图 3（c）中得到 Asia 网

络的节点块序为{x1}  {x3 x4 x6}  {x2 x5 x8}  {x7}.
本文利用节点块序约束节点序图的具体思路为：

对于节点序图中的任意节点 U 来说，若该节点输入的

边为 k条，则输出的边为 n - k条 . 在节点序图中每个节

点 U 输出的边对应下一步可扩展路径，通过节点块序

约束节点序图的搜索过程时，明显观察到节点 U 的可

扩展路径被限制，只有按节点块序进行扩展才能得到

最优路径，其余均是次优路径，所以可以省略遍历其他

路径 .
为了更加清楚说明上述约束过程，使用节点数n = 4

的 节 点 序 图 说 明 约 束 过 程 ，设 节 点 块 序 order =

{{x4}{x1 x3}{x2}}，其 中 ，每 个 节 点 块 的 数 目 为

order_num = {121}，具体约束过程如图4所示 .
图4（a）为4节点无约束时节点序图的搜索过程，路

径数为 n！，图 4（b）是利用节点块序约束节点序图的搜

索过程，路径数为 1 ´ 2 ´ 1 = 2. 图 4（b）的具体搜索过程

如下：从 order中提取第 1个节点块 C1 = {x4}，该节点块

的节点数目为 1，需要向下扩展 1层，因此，只需遍历节

点序图的第 1层，遍历的节点集合U = {x4}；由于第 2个

节点块为 C2 = {x1 x3}，该节点块的节点数目为 2，所以

需要向下扩展 2层，第 2层可通过添加节点X = x1 或X =
x3来扩展节点集合U；第 3层通过添加节点块C2中剩余

的节点来扩展节点集合U，此时向下扩展了2层 . 因此，

接下来第 4 层通过添加节点块 C3 = {x2}来扩展节点集

合 U，此时节点集合 U包含了所有的节点，故搜索过程

结束 .
若某网络的节点块序为order= {C1 C2  Ci  } Cm

则该网络需要搜索的路径数为∏
i = 1

m

|Ci |！. 需要注意的

是，DP算法的精度与初始有向图计算得到的节点块序

是否正确有关，当节点块序正确时，DP的精度较高，反

表2　Asia网络中每个节点的最优父集

节点

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

最优父集

{ }

{x4 x5}
{x1 x6}
{x6}

{x2 x8}
{x3 x4}
{x6}

{x5 x6}

1
x

7
x

3 4 6
, ,x x x

2 5 8
, ,x x x

1
x

3
x

4
x

6
x

2
x

5
x

8
x

7
x

1
x

3
x

6
x

4
x

5
x

2
x

8
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7
x

 

(a) 初始有向图                                       (b) 强连通分量                                                  (c) SCC图

图3　Asia网络的节点块序
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之，精度较低 .
3. 4　算法流程

本论文提出的算法利用邻居节点集合约束父节点

图的搜索过程，再利用节点块序约束节点序图的搜索

过程，具有“压缩”动态规划搜索空间的效果 . OLADC
算法的伪代码如算法 4所示，第 2行通过父节点图的计

算，得到每个节点的父节点集合及其评分；第 3~8行取

出节点评分最高的父节点集合，并用该集合构造有向

图 G；第 9 行通过 Tarjan 算法计算有向图 G 的 SCC，即

C1 C2  Cm；第10~14行通过将SCC收缩为单个顶点，

得到 SCC图，SCC图的拓扑排序便是节点块序 order，按

序计算 order 中每个节点块的数目得到 order_num；第

15~17 行通过节点块序 order 约束节点序图的搜索过

程，输出最优的贝叶斯网络结构G*.
3. 5　算法时间复杂度分析

设 n为网络节点个数，计算最大信息系数的时间复

杂度［26］为 O (n2.4 ). 马尔科夫毯的时间复杂度为 O (n2 ).
通过MIC限制参与CI测试的候选节点集合，可将节点 x

的 CI 测 试 的 候 选 节 点 数 从 n - 1 减 小 为 tx（tx =

| nb_cand ( x) |），故可以选出 ntx /2种不同的变量对；通过

结合 MIC 和马尔科夫毯限制 CI测试的约束集，将每对

变量的约束集从 2n - 2 减小为 kxy（kxy = |Sep_cand(xy) |），

因此，CI测试算法的时间复杂度为 O (kxytxn). Tarjan 算

法的时间复杂度为 O (n + e)，其中，e 是有向图中的边

数 . 利用邻居节点集合和Tarjan算法约束后的DP算法

时间复杂度为O (n2rx )（rx= | nb ( x) |）；综上所述，OLADC
算法的时间复杂度为O (n (n1.4+ n+ kxytx+ 1+ 2rx ) ).

使用MIC和马尔科夫毯限制CI测试的候选节点集

合和约束集，可以将CI测试的候选节点集合数从n (n - 1)
降低为 ntx，将 CI 测试的约束集数从 ( )2n - 2n ( )n - 1 2 降

低为 ( )ntx kxy 2. 使用邻居节点集合和 Tarjan 算法约束

DP 算法，可以将 DP 算法的局部评分次数从 n2n - 1 降低

为 n2rx. 为了更加清楚描述约束过程前后数目的对比，

以 Sachs 网络为例，CI 测试的候选节点数目、约束集数

目和 DP 算法局部评分次数在约束前与约束后的对比

如表3所示 .
表3　Sachs网络约束前后的数目对比

数目

CI测试的候选节点数目

CI测试的约束集数目

DP算法的局部评分次数

约束前

110
28 160
11 264

约束后

50
856
150
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(a) 无约束节点序图                                                            (b) order = {{x4}{x1 x3}{x2}}
图4　n = 4的节点序图

算法 4 基于双重约束的最优 BN 结构学习算法

基于双重约束的动态规划BN结构学习算法

输入:样本数据集D，节点状态数ns
输出:最优BN结构G*

1.// 遍历父节点图，计算评分并存储

2.[Scoreparents] = generatesparseparentgraph (Dnnsnb)
3.FOR xi ¬ 1 to n DO
      //得到节点 xi评分最高的父集集合

4.  Bestparents ( )xi = arg max
PÎ parents(xi )

Score ( )P  
5.  FOR xj ÎBestparents ( )xi   DO
6.    G(xi xj )= 1 //利用最优父集得到有向图G

7.  END FOR
8.END FOR
9.C1 C2  Cm ¬ Tarjan ( )G  //利用Tarjan算法得到强连通分量

10. GSCC ¬C1 C2  Ci  Cm //得到SCC图

11. order = { }C1 C2  Ci  Cm  //对图GSCC进行拓扑排序

12. FOR i¬ 1 to m DO
13.  order_num ( )ki ¬ length ( )orderi  //得到节点块的数目

14. END FOR 
15. //节点块序order约束节点序图

16. parents_nodes =

                          GenerateOrderGraph (DScoreparentsorderorder_num)
17. G* = parentstoday ( )parents_nodes  //得到最优BN结构
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由表 3可知，约束后CI测试的候选节点数目、约束

集数目和 DP 算法局部评分次数比约束前分别下降了

54.5%、96.9%、98.6%，随着节点个数增加，这些数目会

下降得愈加明显 .
4　实验结果及分析

4. 1　数据集

仿真实验在 MATLAB R2019a环境下运行，操作系

统为 Windows10，硬件环境为 Intel（R） Core（TM）i5-
7300HQ CPU @ 2.50 GHz 2.50 GHz. 为验证 OLADC 算

法性能，使用下列 6种标准网络进行仿真实验，网络的

具体情况说明如表4所示 .

4. 2　评价指标

为检验本文算法的性能，利用上述每个网络生成

样本容量分别为 1 000、3 000、5 000的实验数据 . 为降

低实验数据对算法性能造成的影响，分别对上述每种

标准网络的样本数量随机生成 10组数据，将算法单独

运行 10 次，最终算法的性能取平均值 . 为了验证算法

性能，本文采用运行时间、贝叶斯信息准则（Bayesian 
Information Criterion，BIC）评分、准确边数和汉明距离作

为评价指标 .
运行时间（T）：算法学习BN结构所需时间 .
BIC 评分（BIC）：算法学习得到 BN 结构的 BIC 评

分，BIC评分越高，算法学习得到的BN结构越好 .

 

BIC(G|D)=∑
i = 1

n ∑
j = 1

qj ∑
k = 1

ri

mijk log
mijk

mij

                      -
1
2∑

i = 1

n

qi (ri - 1)log m

（8）

其中，G为网络拓扑结构，D为数据集，qi 表示 xi 的父节

点所取得的所有可能的组合状态，ri为节点 xi状态取值

个数，mijk 为数据集 D 中满足 xi = k 且 Pa ( xi) = j 的样本

个数，m为训练集中样本的数目 .
准确边数（C）：与标准网络相比，算法所得网络的

正确边数量；添加边（A）：标准网络中不存在但算法学

习得到BN结构中存在的边数；反转边（R）：标准网络和

算法学习得到的 BN结构中同时存在的边，但 2个网络

中边的方向相反；丢失边（M）：标准网络中存在但算法

学 习 得 到 BN 结 构 中 不 存 在 的 边 数 ；汉 明 距 离

（HM）：算法学习得到 BN 结构与真实网络结构之间

不相同的边数之和 . HM 越小，代表学习得到的网络

越好，HM=A+R+M. 6 种标准网络的平均 BIC 评分如

表 5 所示 .

4. 3　实验结果分析

4. 3. 1　OLADC算法与精确算法的仿真对比

OLADC 算法本质上是对 DP 算法进行改进的算

法，为分析 OLADC 算法的性能，将算法与其他 5 种基

于 DP 的结构学习算法如：SMDP（SM-Dynamic Program⁃
ming）、MEDP（Memory-Efficient Dynamic Programming 
algorithm）、BFSDP（Breadth-First Search Dynamic Pro⁃
gramming algorithm）、DPCMB（Dynamic Programming 
Constrained with Markov Blanket）和 DPCNCO（Dynamic 
Programming Bayesian network structure learning algo⁃
rithm based on Node Chunk Order Constraint）算法进行

仿真对比 . 在 6种标准网络中分别运行OLADC和上述

对比算法，算法的平均运行时间结果如表 6 所示 . 其

中，“—”表示网络学习在规定时间（4 天）内没有得到

结果或算法所需存储空间超出本机内存，加粗数据为

最优结果 .
为更加清楚地对算法运行时间进行对比，本文将

OLADC 和上述对比算法的运行时间进行比较，如图 5
所示 . 由于上述对比算法在学习Hailfinder和Win95pts
网络时，均超出时间限制或内存限制，因此，图 5 中只

绘制了 4个网络的运行时间对比图 . Asia和 Sachs网络

中，算法运行时间相差并不太大，因此，没有对这 2 个

网络的数据进行改进，对比结果如图 5（a）和图5（b）
所示，由于 Child 和 Alarm 网络中的部分算法运行时间

过长，因此，将这 2 个网络的所有数据均取以 10 为底

的对数，对比结果如图 5（c）和图 5（d）所示 .
对比图 5，在相同的标准网络中，相比于对比

算 法 ，OLADC 算 法 运 行 时 间 明 显 下 降 . SMDP、

MEDP、BFSDP、DPCMB、DPCNCO 算法的平均运行

时间，在 Asia 网络中分别是 OLADC 算法的 1.02 倍、

2.07 倍、6.17 倍、1.64 倍、0.99 倍；在 Sachs 网络中上

述 5 种算法分别是 OLADC 算法的 6.65 倍、2.16 倍、

表4　标准网络的参数

网络

Asia
Sachs
Child
Alarm

Hailfinder
Win95pts

网络类型

小规模

小规模

中规模

中规模

大规模

大规模

节点数

8
11
20
37
56
76

边数

8
17
25
46
66

112

最大父

节点数

2
3
2
4
4
7

最大节点

出入度

4
7
8
6

17
10

表5　6种标准网络的平均BIC评分

网络

Asia
Sachs
Child
Alarm

Hailfinder
Win95pts

1 000
－2 299.1
－7 710.5
－13 205.8
－12 601.6
－57 244.5
－10 985.9

3 000
－6 757.7
－21 995.4
－38 388.1
－34 688.4
－156 642.3
－29 443.6

5 000
－11 258.2
－36 318.8
－63 513.1
－56 817.1
－255 504.8
－47 893.8
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表6　6种算法在标准网络中的平均运行时间 单位：s
网络

Asia

Sachs

Child

Alarm

Hailfinder

Win95pts

样本数量

1 000
3 000
5 000
1 000
3 000
5 000
1 000
3 000
5 000
1 000
3 000
5 000
1 000
3 000
5 000
1 000
3 000
5 000

算法名称

SMDP
0.187 2
0.195 7
0.198 7
3.420 0
3.859 9
3.882 5

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

MEDP
0.380 3
0.388 8
0.393 3
1.112 1
1.327 7
1.813 6

17 563.400 0
17 684.600 0
18 276.100 0

—

—

—

—

—

—

—

—

—

BFSDP
1.133 1
1.667 7
1.847 7

17.272 1
21.341 4
23.468 6
282 720
297 694
313 673

—

—

—

—

—

—

—

—

—

DPCMB
0.301 5
0.683 2
1.808 8
0.721 0
1.873 7
2.188 4

18.085 9
28.844 4

109.384 1
—

—

—

—

—

—

—

—

—

DPCNCO
0.182 5
0.270 3
0.333 8
0.561 5
1.245 1
1.566 2
6.265 6

16.967 7
33.827 1
72.758 4

202.292 9
4 872.290 0

—

—

—

—

—

—

OLADC

0.183 4

0.394 1

0.794 7

0.514 2

0.870 5

1.465 5

2.758 1

4.175 1

9.642 8

10.592 9

27.385 7

1 305.500 0

131.556 6

194.168 3

289.705 8

79.206 2

1 039.927 0

12 901.300 0

(a) Asia

(c) Child

(b) Sachs

(d) Alarm
图5　OLADC算法与对比算法的运行时间对比
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33.59 倍、1.4 倍、1.09 倍 . SMDP、BFSDP、DPCMB 算法

在 Hailfinder 和 Win95pts 网络中需要储存的局部评

分 过 多 ，MEDP、DPCNCO 算 法 在 Hailfinder 和

Win95pts 网络中需要计算的评分次数太多，因此，

上述对比算法均没有在本文规定的时间内运行

出结果 . 上述对比算法对大于 37 个节点的标准

网络已经很难在规定时间内得到结果，而本文提

出的算法可以学习得到网络结构 . 证明OLADC算法

相比于上述对比算法有很大时间优势，可将其应用于

大规模网络 .
本文算法与上述对比算法在 Asia、Sachs、Child、

Alarm网络上的汉明距离、BIC评分、正确边数对比结果

如表7~10所示，加粗数据表示最优结果 .

6种算法学习得到标准网络的HM和BIC评分的仿

真对比，如图6~9所示 . 由于上述算法得到的HM和BIC
评分相差不大，因此，图中的数据并没有进行任何改进 .

对比表 7~10，图 6~9，相同的标准网络中，相较于

对比算法，本文提出的算法平均汉明距离偏大，平均

BIC 评分没有明显差异 . OLADC 算法与 SMDP 算法、

MEDP 算法、BFSDP 算法、DPCMB 算法、DPCNCO 算法

相比，平均汉明距离在 Asia 网络中分别降低 5%、提升

4.2%、提升 2.1%、降低 20.6%、降低 7.8%；在 Sachs 网

络 中 分 别 提 升 17.5%、降 低 4.5%、提 升 16%、提 升

12.1%、提升 18.9%，故 OLADC 算法学习精度有所下

降 . 以 Sachs 网络为例，平均 HM 为算法精度的评价指

标，OLADC 算法相对 DPCMB 算法精度降低了 12.1%.

本文算法出现精度下降的原因是由于利用 SCC 图的

拓扑关系得到的节点块序并不一定正确，若其中含

有最优节点序，则 OLADC 算法精度不会有明显下降；

若其中不包含最优节点序，则 OLADC 算法精度会有

明显下降 . 由于算法的运行时间与精度是难以均衡的

2个评价指标，因此，本文算法允许以稍微降低算法精

表9　不同算法在Child网络中的运行结果

样本数量

1 000

3 000

5 000

算法名称

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

BIC
—

－13 132.6
－13 178.6
－13 279.0
－13 163.9
－13 318.9

—

－38 392.7
－38 803.7
－38 394.4
－38 813.2
－38 615.9

—

－63 059.3
－63 214.1
－63 598.5
－63 883.4
－63 880.7

C

—

395.0
394.0
395.7
391.5
391.3

—

396.0
395.0
396.6
392.9
392.5

—

394.0
394.0
393.8
393.2
393.5

HM
—

5.0
6.0
8.0
8.5
8.7

—

4.0
5.0
3.4
7.1
7.5

—

6.0
6.0
6.2
6.8
6.5

表7　不同算法在Asia网络中的运行结果

样本数量

1 000

3 000

5 000

算法名称

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

BIC
－2 290.8
－2 294.3
－2 301.5
－2 270.3
－2 322.1
－2 292.1

－6 774.2
－6 806.6
－6 766.4
－6 788.0
－6 766.9
－6 849.8

－11 262.3
－11 280.4
－11 257.7
－11 150.0
－11 246.2
－11 242.8

C

60.2
60.4
60.7
57.8
59.1
60.5

60.5
61.1
60.9
60.9
61.2
61.0

61.1
61.3
61.0
61.2
61.3
60.9

HM
3.8
3.6
3.3
6.2
4.9
3.5

3.5
2.9
3.1
3.1
2.8
3.0

2.9
2.7
3.0
2.8
2.7
3.1

表8　不同算法在Sachs网络中的运行结果

样本数量

1 000

3 000

5 000

算法名称

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

SMDP
MEDP
BFSDP
DPCMB

DPCNCO
OLADC

BIC
－7 678.1
－7 621.4
－7 640.6
－7 584.5
－7 666.0
－7 656.6

－22 088.1
－22 016.0
－22 078.1
－22 198.4
－21 984.4
－22 082.5

－36 433.1
－36 457.5
－36 407.6
－36 506.7
－36 386.9
－36 355.0

C

109.5
107.7
110.7
108.2
111.5
108.1

111.6
109.0
111.4
113.2
112.8
109.4

112.9
110.6
111.6
111.2
110.3
111.4

HM
11.5
13.3
10.3
12.8

9.5
12.9

9.4
12.0

9.6
7.8
8.2

11.6

8.1
10.4

9.4
9.8

10.7
9.6
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度的代价换取算法运行时间的优化 .
综上所述，OLADC算法相比于对比算法虽然在精

度上有一定范围下降，但在运行时间上有明显优势，

如对 Sachs 网络，OLADC 算法相对 DPCMB 算法时耗

降低了 40.3%. 以平均 HM 为算法精度的评价指标，

OLADC 算法相对 DPCMB 算法精度降低了 12.1%.
OLADC算法在允许稍微降低算法精度的前提下，大

幅度提高算法效率 .

4. 3. 2　OLADC算法与近似算法的仿真对比

为验证 OLADC 算法性能，在标准的 Sachs 小型网

络、Child中型网络和Hailfinder大型网络上进行仿真实

验，样本容量分别为 1 000、3 000 和 5 000，对比算法为

PSO（Particle Swarm Optimization）和 DFA-B（Bayesian 

network structure learning based on Discrete Firefly opti⁃
mization Algorithm）. 在本次实验中，种群规模均为 20，
Sachs、Child 和 Hailfinder 网络的迭代次数分别为 50、
100、200. PSO和DFA-B算法的相关参数设置如表 11所

示，实验结果如表12~14所示，加粗数据表示最优结果 .

表10　不同算法在Alarm网络中的运行结果

样本数量

1 000

3 000

5 000

算法名称

DPCNCO
OLADC

DPCNCO
OLADC

DPCNCO
OLADC

BIC
－12 392.3
－12 959.1

－34 779.5
－35 368.7
－57 552.9
－57 889.9

C

1 334.0
1 332.3

1 336.5
1 336.0
1 334.0
1 339.2

HM
35.0
36.7

32.5
33.0
35.0
29.8

(a) 平均HM (b) 平均BIC得分

图6　Asia网络中6种算法的精度对比

(a) 平均HM (b) 平均BIC得分

图7　Sachs网络中6种算法的精度对比
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对比表 12~14，在相同的标准网络中，相比于 PSO
和 DFA-B 算法，本文提出的算法平均汉明距离减少，

平均 BIC 评分增大，平均运行时间下降 . OLADC 算法

与 PSO 算法、DFA-B 算法相比，平均汉明距离在 Sachs

表11　算法的相关参数设置

算法

PSO
DFA-B

参数

c1 = c2 = 2,ω = 0.6

γ = 1,β0 = 1

(a) 平均HM (b) 平均BIC得分

图8　Child网络中6种算法的精度对比

(a) 平均HM (b) 平均BIC得分

图9　Alarm网络中6种算法的精度对比

表13　不同算法在Child网络中的运行结果

样本数量

1 000

3 000

5 000

算法名称

PSO
DFA-B

OLADC

PSO
DFA-B

OLADC

PSO
DFA-B

OLADC

T/s
2 088.130 0
539.971 0

2.758 1

2 967.640 0
949.320 6

4.175 1

4 130.070 0
1 335.470 0

9.642 8

BIC
－16 261.5
－13 412.8
－13 163.9

－47 141 0
－39 179.3
－38 615.9

－76 761.4
－64 035.1
－63 880.7

C

355.9
379.6
391.5

359.6
384.5
392.5

361.3
388.3
393.5

HM
44.1
20.4
8.5

40.4
15.5
7.5

38.7
11.7
6.5

表12　不同算法在Sachs网络中的运行结果

样本数量

1 000

3 000

5 000

算法名称

PSO
DFA-B

OLADC

PSO
DFA-B

OLADC

PSO
DFA-B

OLADC

T/s
358.828 0
123.095 2

0.514 2

381.197 0
233.318 0

0.870 5

527.488 0
293.642 7

1.465 5

BIC
－8 422.12
－7 841.70
－7 656.60

－24 266.80
－22 083.60
－22 082.50

－39 050.80
－36 582.70
－36 355.00

C

100.3
103.7
108.1

102.0
106.7
109.4

102.3
108.6
111.4

HM
20.7
17.3
12.9

19.0
14.3
11.6

18.7
12.4

9.6
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网络中分别降低 41.6%、22.5%；在 Child 网络中，分别

降低 81.7%、52.7%；在 Hailfinder 网络中，分别降低

43.9%、25.9%.
观察表12~14，当样本容量不断增加时，OLADC算法

学习得到的BN结构平均HM减少 . 在样本容量相同时，相

比于PSO和DFA-B算法，OLADC算法学习得到的BN结构

最接近标准网络结构，说明了OLADC算法的有效性 .
5　结论

针对现有基于动态规划的贝叶斯网络结构学习算

法复杂度高、无法在合理时间内学习大规模网络的问

题，提出基于双重约束的最优 BN 结构学习算法 . 首

先，通过基于 MIC 和马尔科夫毯的 CI测试方法生成邻

居节点集合；其次，通过该集合约束 DP 算法的父节点

图，达到减少局部评分次数，降低算法时耗；再次，利

用 SCC 图的拓扑关系得到节点块序；最后，通过节点

块序约束 DP 算法的节点序图，达到扩大算法可处理

网络规模的目的 . 实验结果表明，OLADC 算法相比现

有的 5 种基于 DP 的结构学习算法在精度稍微降低的前

提下，大幅度提高了算法的效率，如对Sachs网络，OLADC
算法相对DPCMB算法时耗降低了40.3%，算法精度下降

了12.1%.
尽管本文算法在运行时间上取得了良好结果，但

仍存在进一步提升的空间，比如，本文的节点块序与算

法的精度有很大关系，但目前并没有 1个可以准确得到

节点块序的算法，这将是后续研究的方向 .
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